£^ Profesor: 
A Jonathan Cumpa Velásguez 
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X - TRIGONOMETRIA 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 


RESOLUCIÓN DE TRIANGULOS 
OBLICUANGULOS 
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Si:c = 2RsenC > h, = 2RSenBSenC 
h4 = cSenB БЕ 


Altura (h) 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


EJEMPLO: 


Sen(B + C) Es: 


En un AABC de lados a, b y c donde ha es la altura relativa al lado A, si a = h, , entonces: E = 


SenB. SenC 
Resolución: 
a = ha | . Sen(180? — A) 
2RSenA = 2RSenBSenC | — SenB.SenC 
SenA — SenBSenC : Ш SenA 
x JA SenA 


iE=l 


> 


EX RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUANGULOS 


Mediana (m) 


A En el AACD: Teorema de Cosenos 
(2m,)* = b? + с? — 2bcCos(B + C) 
4m^, = b? + c? — 2bc (—CosA) 
4m?, = b? + c? + 2bc.CosA 
Por el teorema de Cosenos 


a? — b? + c? — 2bc.CosA 


+: 4m^, + a? = 2(b* + c?) 


—: 4m?, — a? = 4bc.CosA 


EN 


ER RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


CADEMIA 


Mediana (m) 


4m^, = b? + c? + 2bc.CosA | 
4m^; = a? + с? + 2ac. CosB | 
2 _ 2(a* + с?) – Б? 
| m2, = —— ——— — 


4m^, = a? + b? + 2ab.CosC 


RÆÐ RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


Bisectriz Interior (V) 


EM RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


Bisectriz Exterior (У) 


91 — 9; = ÓAABC 
E xS 90º +Ê ши" 90º й M A 
2 en 2 2 en 2 = 2 en 
— D.Va o AY Бе (AL (A 
OS 2 2 OS 2 => en 2 OS 2 
ve AN T 
a 2717 JT асым eat 


EX RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUANGULOS 


Bisectriz Exterior (V) 
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EA RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


Inradio (r) 
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EM RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


Exradio (їл, ry, г.) 
a = rgTan (2) + ra Tan (5) 


b=rpT + HT : 
= rpfan|5 гр Tan | 5 
А В 

c = r¿Tan 2 + r¿Tan (5) 


> 


A 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


Exradio (ra, гь, I<) 


B C | А С | А 

ra Tan (5) + ra Tan 5) =a | rp Tan (z) + Tan (5) =b | ran J 
B C | А C | А 

Га [ran (5) + Тап (5) =a | гр Тап в + Тап (5) =b | r. ran | 


“ў 


с” iate) 4071 
c^ 2R ¿sent -1!1 ------- = 28 (25еп= Cos = 2R 25en> Cosa 
Coss Cos Cos5 Cos; x 


Cos5 Coss 


EM RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


EJEMPLO: 
En un AABC si; r, es el inradio 
ra, es el exradio relativo al lado A rp, es el exradio relativo al lado B гс, es el exradio relativo al lado C 
1 1 1 
"T E=s Posh „65 
Resolución: Га Tp Te 
4RS ар - S : : | B, C A. С A. B 
r = еп-5еп-5еп- ЭРЭЭ 
— = Tan- Тар = Тат ен eee = = 2 ын 2 E 
2 2 2 "ET 2 2 i tp te аа со AME 
4RS ал 5 С : А С | 
га = еп = Cos = Cos- = Ж КА B C 
2 2 `2 — = Tan—Tan— |+ 12424“ = ogs 1 
= Tp 2 2 o 9 
4RS 2 С 2 С : | L L.X 
= еп = Cos — los = 
» Jd A S gae une | (++) 
2 2 i Га Гь Ге 
4RS 1 С 2 С = ` | 
r'e = еп = Cos — Cos = 1 1 1 
2 2 2 | ша 


me RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ET 


El área de la región triangular ABC es S, el lado BC tiene como longitud a y los ángulos MNB y CNP tienen la misma 
medida. Siendo M, N y P los puntos medios de los lados del triángulo ABC (N en BC y P en AC). Halle la tangente del 
ángulo ABC en términos de a y S (en u?) 


> 
= 


Resolución: Я 


Tan8 =? - Тап = = 
2 
ha. a 2S 


y 3=— э h= 


ч. 

>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


EJEMPLO: 
En un triángulo ABC de lados a, b y c si: 
r > inradio 
R > circunradio 
p > semiperimetro 
Hallar: E = abc 
Resolución: 
E = abc 
4R 4R 
x S 
4R 
E 
— r 
AR P 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


Semiperímetro de un Triángulo en función de los semiángulos y el circunradio 


2p=a+b+c 
2p = 2RSenA + 2RSenB + 2RSenC 


2p = 2R(SenA + SenB + SenC) 


=Rx4C АГ (5)c C 
p = os 2 OS 7 OS 2 


м 


EE RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


ACAD 


MI 


— 4RS А, às E 
r = шог 


= arcos (4) cos (В) cos (S 
p= os|5)Cos|5)Cos|> 


A B 
r, = 4RSen 2 Cos 2 Cos — 


2 


= 4RS Вс АС Ç 
Ip = en Cos Cos; 


2 


С А В 
г. = 4RSen 2 Cos 2 Cos — 


p^ = rn + rar, + re 


p = rcot (2) cor (8) cor Í) 


r= ptan (4) Tan (5) ran ($) 


S = r%C (5) t(5) cot = 
=r (0) 2 O 2 0 2 


А 
S = pžTan (5) Tan ( 
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та ала RESOLUCIÓN DE CUADRILÁTEROS 


ACADEMIA 


ÁREA DE UNA REGIÓN CUADRANGULAR (Ac) 
1. FUNCIÓN DE SUS DIAGONALES Y EL ÁNGULO COMPRENDIDO: 


AC — d4 BD = d; 


RESOLUCIÓN DE CUADRILÁTEROS 


2. EN FUNCIÓN DE SUS CUATRO LADOS Y DOS ÁNGULOS OPUESTOS: 
A 
d 


D 


C 


C 


b 
B 


Ас = |(p-a)(p- b)(p— )(p — d) — abcdCos? (==) 
B+D 
Ac = (p — a)(p — bY(p — ОФ — d) - abedCos? | ы 


А+С 
А+С = 180° — Cos = Cos90º = 0 


B+D 
2 


FÓRMULA DE BRAMAGUPTHA 


B + D = 180º — Cos( ) = Cos90° = 0 


м 


" ала RESOLUCIÓN DE CUADRILÁTEROS 


ACADEMIA 


4. CIRCUNSCRIPTIBLE: 
A 


" бала RESOLUCIÓN DE CUADRILÁTEROS 


ACADEMIA 


5. INSCRIPTIBLE Y CIRCUNSCRIPTIBLE A LA VEZ: BICENTRICO 


D 


А+С 
А+С = 180° — Sen = 5еп90° = 1 


B+D 


J = Sen90° = 1 


2 


М, 

>, 
PITAGORAS 
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TRIGONOMETRIA 


MOMENTO DE PRACTICAR 


EX RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUANGULOS 


Matt + hphe + halle (p: semiperímetro) 


1. En un AABC, ha, hp, he, son alturas relativas a sus lados. Reducir: 


2 
RESOLUCIÓN: Р 
| a+b+c 
hahy + hyhe + hahe | s (=) 
fes ss. i _ 
p? | шалыг Я 
bc ac ас ab bc ab | 
д.28728728”2К"2К”2К | pr x (2P) 
p* | A-—3 
S S S ! 
pi ==, 
abc c abc a abc b er 
A-SARCÓR'AÀ4R^CR'4R^CR А= 
— = 
с a b 
S (5 + R SF R) 
A = " 


CLAVE: A 


> 


EX RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUANGULOS 


2. En un ДАВС se tiene los siguientes datos: а= 3;b =2;A = В + 30° Cos2A + Cos2B = —0,25/3 


Calcular la mediana relativa al lado c: 


RESOLUCIÓN: 4m?. = a? + b? + 2abCosC 
A — B = 30° 1 
4m?.=32+2*+2,.3,.2 х Ч 
МА 4m?, = 16 
Cos2A + Cos2B = pec "CO 
J3 “mM. = 2 
2Cos(A + B)Cos(A — B) = -T 
З з 
9 1 о __ X — == — — 
Cos(180? — C) 2 1 
СоѕС = С 
osC = 1 


С Be 
ost — 4 


CLAVE: B 


EK RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


3. En un triángulo ABC de lados a, b, c; si: a=6; c=3 y Ур = 2. (Vy: Bisectriz interior relativa al lado b) 
Calcular: Cos(A + C) 


RESOLUCIÓN: 
Cos(A + C) = —CosB 
_ Зас B 
s ro, (5) | Cos(A + C) = —Cos120° 
хе 2.6.3 С (2) | Cos(A + C) = — б 5) 
“225270 | 2 
Вү 1 | 1 
C (5) E | Cos(A+C) == 
OS 2 2 | 2 
B = 120 


CLAVE: A 


` 


EK RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


4. En un triángulo ABC la distancia del incentro al vértice “А” es: (R : circunradio) 
RESOLUCIÓN: 


(6) 


CLAVE: D 


EX RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 
AraTpTe 
SenA + SenB + SenC 

en función del área del triángulo (S) y el circunradio (R). (та: ex-radio relativo al lado "a ) 


RESOLUCIÓN: 


5. En un triángulo ABC, hallar el equivalente de: M = 


Ш 4raryr, 
A SenA + SenB + SenC 


23 х 4RSen (5 ) Cos ( eer х 4RSen (5 ) Cos ( (5) Cos ( ) x 4RSen (5 5) Cos (7) Cos (5) 


2 2 2 


M = 8R? x 2S : 9 : х 25 » (2)x 2s : С : 
= en| J Cos (= en (5) Соз (5 en| >} Cos| 5 


M = 4R x 2R? x SenA x SenB x SenC 
р V 
S 


М = 4RS CLAVE: D 


са, 5 5 5 
E RESOLUCIÓN DE TRIÂNGULOS OBLICUANGULOS 
AraTpTe 
SenA + SenB + SenC 
en función del área del triángulo (S) y el circunradio (R). (та: ex-radio relativo al lado "a ) 


RESOLUCIÓN: 


5. En un triángulo ABC, hallar el equivalente de: M = 


M = 4rarpgre 
~ SenA + SenB + SenC S = yT. Talbre 


yy ASR „иеш CLAVE: Р 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


6. 2arcCot3 y 2arcCot5 son ángulos interiores de un triángulo. Calcular el área de dicho triángulo, sabiendo que su 


perímetro es 4V5. 
RESOLUCIÓN: 


- p?Tan (5) цар (5) in 5) 
s = (2/8) Тап o Tan (2) Tan (2) 


SIS 


2 


Sean los ángulos internos del triángulo: Za, 2B y 20 


2arcCot3 — 2a 2arcCot5 — 2p 
> Cota = 3 > Cotf = 5 


2a + 2B + 20 = 180º за-рв- Ө = 90° 


Cota + Cotf + Cotð = CotaCotBCotO + S=-u 


3 
3 + 5 + Со! = 3.5Cot0 


Coto = 
е7 


CLAVE: В 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


7. Los lados de un triángulo ABC miden a = V18,b = V20 y c = У26, calcular el área de dicho triángulo 
RESOLUCIÓN: 
C V26 = V20 4418 — 2/20 18CosC 
26 = 38 — 2.2V5.3V2CosC 
12У10С05С = 12 


„18 v20 1 
ама 1 410 
3 
S = —SenC 
B A 
V26 
| 24/5x3/Z 3 
= 7 * 


ar CLAVE: A 


EE RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


C 
8. Para que triángulo ABC se cumple: с?. Со» = 45 


RESOLUCIÓN: 
2С E AS 
С. ОС = 
2 


э | ал? 899 = 
cx G 80 -dP -DEA 


с? = 4y (p — a)? (p — b)? 

c^ = 2(p — a) x 2(p — b) 

c? = (2p – 2a) x (2p - 2b) 
c? = (b+c-a)x (a+c-b) 
c^ = [c + (b-a)][c— (b — a)] 


С2-02-(0-а) 
(b-a)? = 0 CLAVE: В 


а= Б л Triángulo Isósceles 


EA RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


9. En un triángulo ABC, calcular la medida del ángulo C, si: r4 + rp + r = r< г: inradio ; Fa, гр, гс: exradios 
RESOLUCIÓN: 
A B C 
г = 4RSen —Sen — Sen- E B C В. С 
— = Tan-Tan- эт. =rCot=Cot= 
2 4 2|) rn 2752 à 277724 
А В С 
га = 4RSen— Cos— Cos — > r A C A C 
2 2 2 — = Tan-Tan-  >rp=rCotCot- 
= Тр 2 2 2 2 


485 B o Ас : 
iim еп — Cos — Cos = r A B 

2 2 2 — = Тап- Тап- sr но 
г. 2 2 М 2 2 


С А 
re = 4RSen 2 Cos 2 Сов 2 


EA RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


9. En un triángulo ABC, calcular la medida del ángulo C, si: r4 + rp + r = r< 


RESOLUCIÓN: 
B. C A C | AB | C C 
Pot Cot, + Cot, Cot, TÉ = fCot Cots | Cos? > - Sen? = 
C/A В\ A.B | C C 
Cot Сог + Loto = Coty С01- 1 | Cos? = — Sen? = 0 
A B A. B | 
С Sen (7 + >) Cos 5 Cos 5 | CosC = 0 
Cot= x — 4 = — 11 | 
2 dem ёоо Ха done | 


Sen 5 Sen SE > i Sen Sem? 
С 
Cos? 7 


ené 6+3) x CLAVE: D 


ч. 

>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


9. En un triángulo ABC, calcular la medida del ángulo C, si: r4 + rb + r = r< 


RESOLUCIÓN: 


C 


T С В ят Ат DT C ерт 
plans plan, plany ап» an> =p an> 


A B A B C C 
Tan— + Тап- + Тап- Tan— Тап – = Тань 


2 2 2 2 2 
C A B 
27272 
С-А-В 
C — 90 


CLAVE: D 


EA RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


10. Los lados de un cuadrilátero son a = 7, b=8, c=9 y d=10, además su área es 66. Calcular la tangente del 
ángulo agudo, formado por las diagonales. 


RESOLUCIÓN: 


1 
S = " (b? + d? — c? — a?)TanO 
1 
66 = (8? 10? — 9? — 72)Tang 


1 
66 = (34)Tan8 


tang = 132 
diu QM E: 


CLAVE: E 


EK RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


11. Calcular el perímetro del triángulo órtico pedal, de un triángulo ABC, cuya área y circunradio es 4 u? y 2 u 
respectivamente. 


CLAVE: B 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


12. En un triángulo ABC, el ángulo «В mide 60º, siendo “Т” el incentro de dicho triángulo y sabiendo que AI = 3, 
CI = 5. Calcular el coseno del ángulo formado por la mediana y la bisectriz del ángulo < AIC 


CLAVE: E 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


13. Silos ángulos adyacentes a la base de un triángulo son 22?30' y 112930" Hallar el cociente de la base del 
triángulo respecto de su altura. 


CLAVE: С 


EE RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


14. Hallar el inradio de un triángulo ABC si sus lados son 3 nümeros impares consecutivos. Siendo el mayor 


: : : 21 
ángulo interior : ES rad 


CLAVE: D 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


15. Si el área de un triángulo ABC, es S = 96 у” y los exradios miden гд =8 u, гь =12 и у г = 24 u, calcular el 
perímetro del triángulo. 


CLAVE: B 


88 RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


2S 
16. En qué triángulo ABC, se cumple la relación: Sen2B + Sen2C = RZ 


(S : área del triángulo ABC) 


CLAVE: А 


EE RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


17. Los lados de un triángulo ABC, miden :a=17u,b=21uyc=10u.Si г.,гь y re son los exradios, calcular: 
Га cE Up tre 


CLAVE:D 


EC RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


18. En un triángulo ABC, a qué es igual: 


aCot? + bCot5 + cCot5 
E = — 2 — = 


Pat ў Pre 


CLAVE: D 


CLAVE: р 


EE RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


ACADEMIA 


20. Setiene un cuadrilátero inscriptible ABCD, reducir : 
_ 45С050 


© ac 4 bd 
siendo S: área y 0 el ángulo formado por sus diagonales 


CLAVE: р 


TRIGONOMETRÍA 


2 FIN DE LA SESIÓN 


PRACTICA Y APRENDERÁS 


